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1. Goodness-of-fit tests of normality for
the innovations in ARMA models

1.1. Objectifs

Probleme :

On cherche a construire un test d’ajustement de la norma-

lité des innovations d'un modele ARMA(p, q) de moyenne
connue.
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e Le modele ARMA(p,q)
Processus stationnaire (Y;; t € Z)

p q
Y — Z O Yy _; = Z O,e0_; +¢€¢,Vt € Z
ol les ; etles 6, sont des réels et ou (e4; ¢t € Z) est un bruit

blanc de variance 02.

e Intéressant de tester la normalité de ce modele ?

o Intervalles de confiance pour une valeur prédite Y 4.

o Efficacité des estimateurs des parametres.
o Test de la validité du modele ( ( ),

(1988)).

R > 4/35



Autres tests existants ?

e Tests basés sur la propriété :
Y; ~ Normale < ¢; ~ Normale.

o perte de puissance.

e Utilisation de tests standards développés pour des
observations i.i.d dans lesquels on injecte les résidus ;.

oEx : ( , , Pp.314) suggerent
d’appliquer le test de Shapiro-Francia aux résidus du
modele.

o Prendre des précautions. Simulations par ( )

qui montrent que le niveau et la puissance des tests

du X2, d’applatissement et d’asymétrie peuvent étre

sérieusement affectés lorsqu’ils sont utilisés dans le cadre
des modeles ARMA.
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Notre approche :

Test d’ajustement de la normalité des innovations d'un mo-
dele ARMA(p, q) de moyenne connue, basé sur I'approche
des tests lisses de Neyman.
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1.2. Notion de test lisse de Neyman d’ordre K

Echantillon Xq,...,Xn de fr. F : on veut tester
Hy: F = F,

Transformation des données : U; = 2Fy(X;) — 1 de densité
g. On estrameneé a tester Hpy : g = gg = Untf[—1, 1]

s

Emboitement de la densité gg par la forme supposée de la
densité ¢

K
g~gr,m) =Cmexp | Y mym(y) | U[—1,1]
1=1
On estramené atester Hy : np = 0vs Hy : p # 0.

n ~
< n P {




s

Application du test du score de Rao :

—1 L 2
Rn = na’:)r’b,’l’]OIT]O Cl,'n,,'r’O — XK SOus HO

ou ann =

T

12’”’: dLog(gk (Ui, m)) 12”’: dLog(gk (Ui, m))
"= om i K

est le vecteur du score et ol la matrice Iy définie par

n 82

Ing(i,5) = —BEn=nq | 2.

=1

est I'information de Fisher évaluée en n.
Ici bien str, ng = 0.

n

———Log(gk (Uy,m))
877,i877j K 1

Q/D
n - O/o



1.3. Conditions sur le processus ARMA(p,q)

e Causalité
e Inversibilité

o Les polynomes 1 — p12z — ... — gopzp etl+01z+ ...+ quq
n'ont pas de racines communes.

Sous ces conditions, on a les deux écritures :

©.@)
Ye= ) wjej
j=0
et

©.@)
Gt = — Z 5]Yt—j
7=0
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1.4. Lastratégie du test lisse appliquée au modeéle ARMA

On dispose d'un échantillon {Y7, ..., Y7} que I'on ajuste par
Maximum de vraisemblance a un ARMA(p,q) de bruit blanc
(et,t € Z).

Soit ® la f.r. d’'une N(0,1). Nous définissons

N 2
U, =28 (L) -1 vt=1,...,T
o
avec
m/\
== 2. %Y
j=0

et ou gj est fonction des EVM & et 6.
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Le vecteur du score pour la famille d’emboitement

K
9k (W, w) =C(w)exp | Y  wpLp(y) | N[-1,1]
k=1
s’écrit alors
= 1 T —~
L = — L
TZ t
t=1
ou R R .
Ly = (L1(Ug),...,Lg(Uyg)) .
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Nous avons alors pu démontrer le théoreme suivant.

Théoreme

=T 1 T 1= L 2
Ry =TL IK_EbeK L — x%¢
ou

bi = (by,...,by,) avecb), = /R L (28 (z) — 1)a2e(z)dz.
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En utilisant la décomposition de Choleski, nous avons montré

Lo\ r
<IK_§beK> = PP avec P = (pij).
En posant
k
Lip(Us) = ) pipLy(Uy),
[=1
nous avons pu écrire



En utilisant la décomposition de Choleski, nous avons montré

Lo\ r
IK_§beK = PP avec P = (pij).

En posant

k
Li(Up) =Y pipLi(Uy),
=1
nous avons pu écrire
K . T 2
*
Rg= ) Vs > Lp(Uyp)
k=1_ t—1 )
L 2
— X1

< R > 13/35



1.5. Choixdel'ordre K du test lisse

Posons

K = min | Argmax{Rs — sLog(T)}
d<s<D

d=2etD = 10

Nous avons démontré le
Théoréme
L 2

SousHO,IA{ £, detR ~(d) — x4

K
e Simulations
® gl?('a w)
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2. A multivariate empirical characteristic
function test of independence with normal
marginals

2.1. Obijectifs et notations

Objectif 1 :

Soite = (e(l), Cee e(p))T c RPY,

On veut construire un test d'indépendance des compo-
santes e<~7),j =1,...,p.

Conditions : ,

On suppose que ces composantes sont de loi normale
NC](“’) 2)

< R > 15/35



Objectif 2 :

Soitu1, uo, ... une suite stationnaire de vecteurs aléatoires
de loi Ng(pu, 32).

On veut construire un test d'indépendance de ces u;.
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Les marginales e(l), Cl ¢(P) sont indépendantes si et seule-

mentsip 4 = 0, pourtout A C {1,...,p},|A] > 1.
pa® = Y ()Ml T Ve,
BCA jEA\B

(t )(>:{(i ’ ieli\%.
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Cas p = 3.

1,238 = Cp(eth ) — W) 2)).

On voit que i g; 5y =0 = e 1) i 5=1,23:i<j

3 o
Hi1,2,3)1(t) = Cp(t{l,z,B}) +3 ] C(J)(t(]))
Jj=1
— cpth2h o) )y oy {134 (2 (2

~ o230y _ T @),
j=1
On voit que H{1,2,3) = 0= {e(l), 6(2), 6(3)} indépendants.

< R > 18/35



2.2. Tester 'indépendance : cas non sériel

1
etS—an P 1(6("“> e)(e() —)T.

Le processus que 1'on Con51dere pour un sous-ensemble A de
{1,...,p}, est

Booa® = v Y (~)MPlon p@¢P) T ee™)
BCA i€c A\B
ou o
Brp(®) = — 3 explilt, e))
j=1

et ou ¢ est la fonction caractéristique d'une N¢(0, I).
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En utilisant la formule multinomiale, on peut écrire

Ry A(t) = Z [T fexpe™), ey — ok
j 1keA
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Nous avons alors démontré le

Théorélme

Si e/, . .., e(p ) sont indépendants, les rocessus
1 1 P P

{R,.4 : |Al > 1} convergent dans C(RPY,C) vers des

processus complexes Gaussiens indépendants de moyenne 0
{R4 : |A] > 1} ayant pour fonction d’autocovariance C 4

définie par

Cas,t) = [ [cp(t(’“)—s<’“>>—¢<t<k>>¢<s<’“)>
ke A

et pour fonction de pseudo-autocovariance
Ca(s,t) = E[RA(8)RA ()] = Cx(—s,t).
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La statistique de test de Cramér-von Mises que nous
proposons, pour un ensemble A donné, est

1 S 2
T = — R t t)dt
mbd = [ | R a®)0p(®)

ou ¢y, est la densité d'une Npq (0, bzI).
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Nous avons alors pu écrire cette statistique sous la forme

{ oxp

2 ef®) - (‘“Wl
2
L ||e<’“>||2_
2b2 4+ 1
1 62 (k) 2 9 _9
gzl 1P| + @7+ 2}

Invariance par les transformations affines (distance de Mahala-

nobis).
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La fonctionnelle de Cramér-von Mises n’est pas continue; on
ne peut donc pas utiliser le Théoreme principal de

( ).
Nous avons donc démontré le théoreme suivant.

Théoreme (Généralisation de ( )

Soient y,, et y des éléments aléatoires de C'(RPY, C)? tels que

Un D y sur toutes les boules compactes. Soit f : C? - Rune
fonction continue et soit G une mesure de probabilité sur RP9,
On définit wp, = [ f(y,(¢))dG(t) et w = [ f(y(t))dG(¢).
Supposons que wn, et w sont bien définies avec probabilité 1.
De plus, supposons qu’il existe o > 1 tel que pour tout e > 0,

lim lim su E t)|YdG(t) = 0.
P fop o P B[00

D
Alors wyp, — w quand n — oo.
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En utilisant le théoreme précédent, nous avons montré le

Théoreme

/ ('én,A(t)lzﬁ |Rn,,B(t)|2> op(t)dt D,

/ (lRA(t)|2> |RB(t)|2) pp(t)dt.

On peut alors considérer tous les ensembles A simultanément
en utilisant les statistiques de test

Sn=n ) Ty A
|A[>1

ou v -
n — N INnax .
|A|>]_ n,b,A
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2.3. Tester 'indépendance : cas sériel

On veut tester I'indépendance des “z’ qui sont supposés de
loi Ng(p,%). On définit e; = (uy, ..., u;4, 1) € RPY9 et
e; = (u;,...,u Z—|—p 1)€]qu,z_1 ..,n —p+ 1.0n défi-
nltau531u =S 2(u —u), S = nz _q(uj—a)(u;—w)’

Encore une f01s le processus que nous utilisons est

o a® =vi Y (0BG, @By [T e,
BCA icA\B

N —p+1 .
ol fn,p(t) = 5 X TP exp(ift, ej)).
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Théoreme

Si les u; sont indépendants, les processus {}A%n’ A Al > 1}

convergent dans C(RPY,C) vers des processus complexes
Gaussiens indépendants de moyenne 0 {R 4 : |A| > 1} ayant

pour fonction d’auto et de pseudo-covariance C 4 et C 4
comme précédemment.

e Les mémes statistiques de test que dans le cas non sériel
sont alors utilisable et on obtient les mémes résultats.

e Test universel pour détecter toute forme de dépendance.

e Test convergent.

< R > 27/35



2.4. Propriétés du processus limite

Notons & = |A|.
2
R A(t t)dt ~ T =
[ a BA®Pep(t)dt ~ T, 4
2
Z )\(’il,...,ik)z(il,...,ik)
(’il,...,’ik)GN*

ou les Z (i15e-rip,) sont des variables aléatoires réelles N (0, 1)
ii.d.
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Ona A( i1, =1 éle A l oules A ;j sont les valeurs propres

i)
de 'opérateur intégral O défini par

O(N(s) = [ FOK (s Dpp(e)dt
avec
K(s,8) = exp(—ls — #]%) — exp(— (Is]® + ]#]]%).

Le probleme est donc de résoudre, en \ (et f), 'équation li-
néaire intégrale de Fredholm homogene d’ordre 2

Mf(s) = /Rq F(£)K (s, )y (t)dt.

Noyau possédant de bonnes propriétés.
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e Calcul explicite des valeurs propres impossible.
e Calcul approché possible en discrétisant le probleme.

_q _ 1P
/quwxzw) 2¢ 2 dv=Y Bif(v,)
7=1
ou les parametres B; et v; = (z/j71, . .,z/j’q),
j = 1,..., N peuvent étre respectivement les coefficients

et les points d'une formule de cubature, ou alors peuvent
étre obtenus par une simulation de Monte-Carlo auquel cas

1 .
B] = Wetuj ~ N(O,I), ] = 1,...,N.
e Connaissant les valeurs propres on peut utiliser I'algorithme
de ( , ), consistant en une inversion de la

fonction caractéristique, pour obtenir les valeurs critiques
du test.
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Une autre possibilité pour obtenir les valeurs critiques du
test est de calculer tous les cumulants de Ty A et ensuite

d’appliquer la méthode de Cornish-Fisher.

Nous avons pu obtenir les cumulants de facon explicite grace a
une formule de récurrence.

Vérification de la méthode utilisant les valeurs propres.
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3. Perspectives de recherche

e Extension des résultats du test lisse pour le modele ARMA au
cas d’autres modeles comme les ARIMA, SARIMA, etc ...

e Généralisation du test basé sur la fonction caractéristique a
des marginales de loi non fixée.
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Formule multinomiale

Soit A = {kq,..., k|A\} #% () un ensemble fini (| A| désigne
le cardinal de A) et u,v € R4l on adopte la notation v =
(U, ... u|A|)T y (u(kl), . u(k|A|))T.A101‘S

> (H u@;)) [ 0] = I (o)

BCA \i€B JEA\B i€A
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